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LƏNKƏRAN-ASTARA BÖLGƏSİNDƏ BECƏRİLƏN ÇAY BİTKİSİNİN  

GENEFONDU 

Məmmədhüseyn Hüseynov 

Lənkəran Dövlət Universiteti, Lənkəran, Azərbaycan 

e-mail: mamed.h@mail.ru 

 

Xülasə. Tədqiqat işində Lənkəran-Astara bölgəsində becərilən çay bitkisinin (Camellia sinensis (L.) 

Kuntze) sort və formaların molekulyar markerlərdən istifadə edilərək genetik müxtəlifliyi öyrənilmiş və 

onların genefondu tədqiq olunmuşdur. Molekulyar marker sistemləri arasında RAPD (Randomly 

Amplified Polimorphic DNT) markerləri sürəti, sadəliyi və genetik müxtəlifliyin aşkarlanması və 

filogenezin təhlil üçün ən çox istifadə edilən üsuldur 5. Məlum olmuşdur ki, mövcud sort və 

formaların genotiplərində fərqlilik ilə bioloji potensialları (məhsuldarlığın, xammalın biokimyəvi və 

keyfiyyət göstəricilərinin, iqtisadi səmərəliliyinin)  arasında korelyativ əlaqə mövcuddur. Müşahidələr 

zamanı məlum olmuşdur ki, çay bitkisinin məhsuldarlığı havanın nisbi rütubətliliyi, quraqlığa 

davamlılığ dərəcəsi və quraq keçən aylarda yağışlı günlərin sayı ilə daha sıx əlaqəlidir.  

Açar sözlər: Camellia sinensis (L.) Kuntze, genetik müxtəliflik,  genefond, nisbi rütübət 

 

Giriş. 

 Çay bitkisi (Camellia sinensis (L.) Kuntze) bütün dünyada ən məşhur alkoqolsuz 

içkilərdən biridir və təravətləndirici dadı, cəlbedici aroması və müalicəvi istifadəsi 

xüsusiyyətlərinə görə dünya əhalisinin təxminən 70%-i tərəfindən istehlak edilir 6, 8.  Çay 

Asiya, Afrika və Cənubi Amerikanın 52-dən çox ölkəsində yetişdirilən iqtisadi cəhətdən 

əhəmiyyətli bir məhsuludur 6, 7. Bu bitki .Azərbaycan Respublikasının cənub bölgəsinin ən 

əhəmiyyətli məhsullarından biridir və bölgənin iqtisadiyyatında mühüm rol oynayır. 

Məhsuldar bitkilərin genetik müxtəlifliyinin qiymətləndirilməsi və onlara istinad edərək 

genefondunun öyrənilməsi zəruri olan ilk addımlardan biridir [5]. Azərbaycanın rütubətli 

subtropiklərində çayın Çin növmüxtəlifliyi becərilir. Yerli torpaq şəraitinə uyğunlaşdırılmış 

çay bitkisinin genofondu ən perspektivli sort və formaları tədqiq edilərək istehsal məqsədləri 

üçün tövsiyə edilmişdir 1. Tədqiqatlar  Lənkəran-Astara bölgəsində Kənd Təsərrüfatı 

Nazirliyinin Meyvəçilik və  Çayçılıq Elmi tədqiqat İnstitutunun Lənkəran  Çay Filialının 

təcrübə sahəsidə becərilən Fərmançay 1/73, Lənkəran 2/17, Xəzər 3/341, Faq-11, Faq-13, 

Faq-14, Faq-15, Faq-18, Faq-19, Kolxida və Çəhrayı 4/44 çay genotipləri üzərində 

aparılmışdır. Lənkəran-Astara bölgəsinə  introduksiya olunmuş, xarici mühit amillərinin 

təsirinə həssas olan çay bitkisinin (Camellia sinensis (L)  Kuntze)  müxtəlif sort  və formaları 

spontan dəyişkənliyin yüksək tezliyi ilə də seçilir [4]. Xarici mühitin dəyişən şəraitinə qarşı 

çox həssas olan çay bitkisində baş verən spontan dəyişkənliyin təsirindən mövcud sort və 

formalarda genetik müxtəliflik yaranmışdır. Nəticələrimizə görə, Lənkəran-Astara bölgəsində 

becərilən çay genotiplərinin arasında genetik müxtəliflik yüksəkdir. RAPD markerləri vasitəsi 

ilə aparılan filogenetik analiz zamanı çay genotipləri arasında genom səviyyəsində yüksək bir 

genetik fərqlənmə olduğu müəyyən edilmişdir 5.  

mailto:mamed.h@mail.ru
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Tədqiqat obyektlərində genetik müxtəlifliyinin qiymətləndrilməsi üçün RAPD 

markerlərindən istifadə edilmiş, polimorfizmin mövcudluğu orta hesabla 50% və 95% 

arasında dəyişdiyi müəyyən edilmişdir. Test edilən genotiplər arasındakı genetik oxşarlıq isə 

0.445 ilə 0.819 arasında dəyişmiş və ortalama 0.512-yə bərabər olmuşdur 5. Eyni zamanda 

əldə edilən nəticələr genetik oxşarlığı aşağı olan (0.445)  sort (Fərmançay 1/73 və 

”Lənkəran”) və formaların (“Faq-11” və “Faq-18”) morfoloji xüsusiyyətləri ilə, genetik 

oxşarlığı yüksək olan (0.819) sort  Fərmançay 1/73 və “Xəzər 3/341” və formaların (“Faq-

13”, “Faq-14”, “Faq-15”) morfoloji xüsusiyyətləri və keyfiyyət göstəriciləri   arasında 

koreliyativ əlaqənin olmasını göstərdi. Yerli sortlar arasında genetik müxtəlifliyin tədqiqi, 

iqtisadi cəhətdən daha qiymətli sortların müəyyən edilməsi mövzusu həmişə aktuallığı ilə 

diqqəti cəlb edir və bu istiqamətdə tədqiqatlara geniş yer verilir. 

 

Material və metodika 

Tədqiqat işləri 2020-2021-ci illərdə Meyvəçilik və Çayçılıq Elmi Tədqiqat 

İnstitutunun Lənkəran çay filialının sınaq təcrübə zonasında becərilən çay bitkisinin 

(Camellia sinensis (L.) Kuntze) müxtəlif sort  və forma üzərində aparılmışdır. Genetik 

markerlərdən istifadə edilərək genetik müxtəlifliyi müəyyənləşdirilmiş sort  və formaların 

genefondu öyrənilmiş, daha məhsuldar sort və formaların kəmiyyət və keyfiyyət 

göstəricilərinə təsir edən mühit amilləri tədqiq olunmuşdur.  

 

 Nəticələr və onların müzakirəsi 

 Tədqiqt işində Lənkəran-Astara bölgəsində becərilən çay bitkisinin (Camellia sinensis 

(L.) Kuntze) genetik markerlərdən istifadə edilərək müxtəlifliyi öyrənilmiş müxtəlif sort və 

formaların genefondu əsasında kəmiyyət və keyfiyyət göstəricilərinə təsir edən müəyyən 

amillər tədqiq olunmuşdur. 

Respublikamızda çay bitkisinin inkişafı üçün böyük iqtisadi potensiala malik təbii 

şəraiti ən əlverişli olan bölgə Lənkəran iqtisadi rayonudur. Həmçinin Lənkəran bölgəsi 

respublika üzrə əhalinin torpaqla ən az təmin olunduğu zonalardan da biridir. Bu baxımdan 

bölgənin torpaq fondundan səmərəli istifadə problemi, onun çay, sitrus və digər bitkilərin 

təyinatları üzrə düzgün bölüşdürülməsi indiki şəraitdə aktuallaşmışdır [1]. Məlumdur ki, hər 

bir mədəni bitkinin özünün bioloji xüsusiyyətindən asılı olaraq müəyyən torpaq və iqlim 

şəraitinə tələbkarlığı fərqlidir. Torpağın mühitinə, mexaniki tərkibinə, şorlaşmasına, 

bataqlaşmasına, nəmlik dərəcəsinə və başqa xüsusiyyətlərinə hər bitkinin münasibəti eyni 

deyildir. Çay bitkisinin təlabatına uyğun torpaq sahəsinin seçilib müəyyən edilməsi, toraqdan 

asılı olaraq əkin sahəsinin seçimi, onun becərilməsi, yararlı şəkildə istifadəyə verilməsi kənd 

təsərrüfatında xüsusi əhəmiyyətə malikdir. Xüsusən çoxillik bitkilərin, eləcədə çay 

plantasiyalarının salınmasında torpaq sahələri düzgün ayrılmalıdır [2]. Lənkəran bölgəsində 

yayılmış torpaq tiplərinin mürəkkəb xüsusiyyətlərinin və həcminin, çay və sitrus bitkilərinin 

torpağa olan təlabatının müxtəlifliyini nəzərə aldıqda yeni torpaq sahələrinin əkin 
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dövriyyəsinə daxil edilməsi mühüm əhəmiyyət kəsb edir [1]. Çay bitkisi yalnız müəyyən 

istilik və rütubət şəraitində böyüyür və inkişaf  edir. Çünki, onun vətəni rütubətli subtropik və 

tropik ölkələridir. Ona görə də bu bitkinin bioloji və vegetativ xüsusiyyətləri adi bitkilərdən 

çox fərqlənir. Müşahidələr zamanı məlum olmuşdur ki, çay bitkisinin məhsuldarlığı havanın 

nisbi rütubətliliyi, quraqlığa davamlılığ dərəcəsi və quraq keçən aylarda yağışlı günlərin sayı 

ilə daha sıx korelyativ əlaqəlidir. 

Genetik müxtəlifliyinə görə fərqlənən sort və formaların əkildiyi sahələrin 

torpaqlqrının  aqrokimyəvi xüsusiyyətləri (pH, N, P2O5, K və hümüs tərkibi) öyrənilmişdir. 

Çay bitkisi pH 4.5 ilə 6.0 arasında optimal böyümə göstərir. Torpağın pH-ı 4,5-dən turşu 

istiqamətinə və ya 6,0-dan qələvi istiqamətə dəyişdiyi zaman çay bitkisinin inkişafına mənfi 

təsir göstərir. Çayaltı torpaqlarımızda pH-ın əhəmiyyətli və arzuolunmaz şəkildə azalmasının 

əsas səbəblərindən biri də bu torpaqlarımızın birtərəfli və bol ammonium sulfat gübrəsi ilə 

gübrələnməsidir. Çay altına yalnız o torpaqlar yararlı sayılır ki, onların 80-100 sm dərinliyə 

qədər pH-4-6,5 və qurunt sularının səviyyəsi 100 sm-dən aşağı olsun. Lənkəran-Astara 

bölgəsində çay plantasiyaları altına ilk növbədə sarı dağ-meşə torpaqları, sarı podzollu 

torpaqlar və sarı-podzollu qleyli torpaqlar istifadə edilir. Tədqiq olunmuş çay sort və 

formaların becərildiyi məhsuldar çay sahəsinin (diaqram 1) və yeni salınmış çay sahəsinin 

(diaqram 2) torpaq (səthdən şaquli istiqamətdə müxtəlif dərinliklərdə (sm-lə) 0-20; 20-40; 40-

60; 60-80; 80-100) təhlili aparılmışdır.                                                                

                                                                                                                Diaqram 1 

Meyvəçilik və  Çayçılıq Elmi Tədqiqat İnstitutunun Lənkəran  Çay Filialının 

məhsuldar çay sahəsinin torpaq təhlili 

 

  

 

0-20 20-40 40-60 60-80 80-100

5.7 5.78 5.8 5.95 6.1

0.38 0.33 0.28 0.24 0.210.4 0.35 0.31 0.27 0.23

2.5 2.4

1.9
1.3

1

Ph N P2O5 Humus𝑃2𝑂5
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                                                                                                              Diaqram 2 

Meyvəçilik və  Çayçılıq Elmi Tədqiqat İnstitutunun Lənkəran  Çay Filialının yeni 

salınmış çay sahəsinin torpaq təhlili 

 

 

Çay plantasiyaları salınarkən yerin iqlim və torpaq şəraitinin analizi aparılmalıdır, eyni 

zamanda relyefini, dəniz səviyyəsindən hündürlüyünü və zərərli küləklərdən müdafiəsini 

bilmək lazımdır. Çay plantasiyalarından ötrü dəniz səviyyəsindən 600 m hündürlükdə olan 

bütün düzən sahələr və maililiyi 20 dərəcəyə qədər yamaclar yararlıdır [3]. Fenoloji 

müşahidələr məhsula düşmüş 7-8 illik çay kolları üzərində aparılmış, bu müddətdə bölgə 

ərazisində aylar üzrə havanın orta nisbi rütübətliliyi və aylıq yağıntı miqdarı haqqında rəsmi 

statistik məlumatlar Cənub Regional Hidrometeorologiya Mərkəzindən (CRHM) 

götürülmüşdür. Tədqiqat materialına aid bitkilərin quraqlığa davamlılığı fenoloji müşahidə 

metodlarından istifadə edilərək tədqiq edilmişdir. Aparılan müşahidələrdən məlum olmuşdur 

ki, orta illik yağıntının miqdarı 1200-1500 mm-dən və havanın nisbi rütübətliliyi 70-75%-dən 

yüksək olan ərazilədə çay bitkisi normal böyüyüb inkişaf edir Tədqiqat apardığımız illərdə, 

xüsusən çay bitkisinin vegetasiyasının zəruri mərhələsində - yaz-yay aylarında  (2020 -2021-

cu illərdə) illik yağıntının miqdarı və rütubətin faizi normadan aşağı olmuşdur (qrafik 1,2). 

Çay bitkisinin iqlim faktorları içərisində ən mühümləri: istilik, işıq, havanın rütubətliliyi, 

atmosfer çöküntüləri, külək sayılır [3]. Apardığımız müşahidələr göstərir ki, atmosfer 

yağıntılarının il boyu bərabər paylanmaması (1200-1300 mm-dən az), anomal istilər 

nəticəsində çay bitkisinin normal məhsul verməsi  üçün lazım olan rütubətin (70-75%-dən az)  

çatışmaması,  dəniz səviyyəsinin hündürlüyünün dəyişməsi məhsuldar  forma-klonlarının  

genetik davamlılığını zəiflədir. Torpaq və havada su çatışmazlığı zərif zoğların boyatma 

qüvvəsini zəiflədir, yarpaqlar kobudlaşır və nəticədə məhsuldarlıq aşağı düşür [1]. Çay 

bitkisinin toplanmış yeni kolleksiya sahəsində genetik müxtəlifliyi öyrənilmiş FAQ-11 və 
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4/44 Çəhrayı sort və formaları arasında genetik fərqlilik eyni zamanda onların bioloji 

xüsusiyyətlərində də özünü göstərmişdir (Şəkil 1, 2). 

                                                                                                               Qrafik 1 

Lənkəran bölgəsində 2020-ci il ərzində orta aylıq yağıntı miqdarının (mm-

lə), orta aylıq nisbi rütübətinin (%-lə) və orat aylıq tempratur göstəricilərinin 

müqayisəli qrafik təhlili 
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                                                                                                              Qrafik 2 

 

Lənkəran bölgəsində 2021-ci il ərzində orta aylıq yağıntı miqdarının (mm-

lə), orta aylıq nisbi rütübətinin (%-lə) və orat aylıq tempratur göstəricilərinin 

müqayisəli qrafik təhlili 

 

 

 

Müşahidələrimiz tədqiqat işində qarşıya qoyulan məqsədə  uyğun olaraq aylar üzrə 

havanın rütubəti və ya quraq keçməsi nəzərə alınmaqla bitkinin vegetasiyası dövründə (ilin 

bütün aylarında) kolların tumurcuqlanma, zoğ əmələ gətirmə və boy atma kimi xüsusiyyətlər 

üzərində aparılmışdır. Rayonlaşmış “Azərbaycan-2” (nəzarət) ) ilə müqayisədə vegetasiyanın 

başlanması adətən aprel ayının avvəllərinə təsadüf etdiyi halda, yeni rayonlaşdırılmış sortlar     

içərisində ən tez vegetasiya başlama-“Fərmançay 1/73”,  “Lənkəran”, ” Xəzər 3/341” 

“Fərmançay çəhrayı” sortlarında müşahidə  edilmişdir. Qeyd olunan sortlar klon seleksiyası 

yolu ilə alınmışdır. 

Alınmış nəticələr: 

1. Lənkəran-Astara bölgəsində çay bitkisinin mövcud sort və formaların 

genotiplərində fərqlilik ilə bioloji potensialları arasında korelyativ əlaqə mövcuddur 

2. Atmosfer yağıntılarının il boyu bərabər paylanmaması (1200-1300 mm-dən az), 

anomal istilər nəticəsində çay bitkisinin normal məhsul verməsi  üçün lazım olan rütubətin 

(70-75%-dən az)  çatışmaması,  dəniz səviyyəsinin hündürlüyünün dəyişməsi məhsuldar  sort 

və formaların  genetik davamlılığını zəiflədir. 
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3.  Genetik müxtəlifliyi öyrənilmiş sort  və formalarda spontan mutagenez zamanı 

xromosom dəyişmələrinin tezliyi ilə genetik müxtəlifliyin yaranması arasında asılılıq  

mövcuddur. 
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GENE POOL OF A TEA PLANT GROWN IN THE LENKORAN-ASTARA REGION 

 

Mammadhuseyn Huseynov 

Lankaran State University, Lankaran, Azerbaijan  

 

With the help of molecular markers, the genetic diversity of varieties and forms of the tea plant 

(Camellia sinensis (L.) Kuntze) growing in the Lankaran-Astara region was studied, and their gene pool 
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was investigated. Among molecular marker systems, RAPD (Randomly Amplified Polymorphic DNA) 

markers are the most widely used method for detecting and analyzing phylogenesis in terms of speed, 

simplicity, and genetic diversity [5]. It has been established that there is a correlation between the 

differences in the genotypes of existing varieties and forms and biological capabilities (productivity, 

biochemical and quality indicators of raw materials, economic efficiency). Observations have shown 

that tea plant productivity is more closely related to relative humidity, drought tolerance, and the 

number of rainy days during dry months. 

Key words: Camellia sinensis (L.) Kuntze, genetic diversity, gene pool ,relative humidity  

 

 

ГЕНЕФОНД ЧАЙНОГО РАСТЕНИЯ, ВЫРАЩИВАЕМОГО В  ЛЯНКЯРАНСКО-

АСТАРИНСКОМ РАЙОНЕ 

 

Мамедгусейн Гусейнов     

Лянкяранский государственный университет, Лянкярань, Азербайджан  

 

С помощью молекулярных маркеров изучено генетические разнообразие сортов и форм чайного 

растения (Camellia sinensis (L.) Kuntze), произрастающих в Лянкяранско-Астаринском районе, и 

изучен их генофонд. Среди систем молекулярных маркеров маркеры RAPD (Randomly Amplified 

Polymorphic DNA) являются наиболее широко используемым методом обнаружения и анализа 

филогенеза по скорости, простоте и генетическому разнообразию [5]. Установлено, что 

существует коррелятивная связь между различиями генотипов существующих сортов и форм и 

биологическими возможностями (продуктивностью, биохимическими и качественными 

показателями сырья, экономической эффективностью). Наблюдения показали, что 

продуктивность чайного растения более тесно связана с относительной влажностью, 

засухоустойчивостью и количеством дождливых дней в засушливые месяцы. 

Ключевые слова: Camellia sinensis (L.) Kuntze, генетическое разнообразие, генефонд, 

относительная влажность 
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ВТОРАЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ШРЕДИНГЕРА СО СПЕЦИАЛЬНЫМ ГРАДИЕНТНЫМ СЛАГАЕМЫМ И 

С ИЗМЕРИМЫМ ОГРАНИЧЕННЫМ КОМПЛЕКСНЫМ 

ПОТЕНЦИАЛОМ, ЗАВИСЯЩИМ ОТ ВРЕМЕНИ  

 

Габил Ягуб  

Натиг Ибрагимов 

Низами Сулейманов  

Кафказ университет, Карс, Турция  

Лянкяранский государственный университет, Лянкярань, Азербайджан 

Бакинский Государственный Университет, Баку, Азербайджан 

э-почта: gabilya@mail.ru  

э-почта: natiq_ibrahimov@mail.ru 

 

Резюме. В данной работе рассматривается вторая начально-краевая задача для линейного  

одномерного нестационарного уравнения Шредингера со специальным градиентным слагаемым 

и с измеримым ограниченным комплексным потенциалом, зависящим только от времени. При 

этом с помощью метода Галеркина  доказывается теорема о существовании и единственности 

решения рассматриваемой  второй начально-краевой задачи. 

Ключевые слова: уравнение Шредингера,  градиентное слагаемое, комплексный потенциал, 

метод Галеркина. 

 

1.Введение      

Начально-краевые задачи для линейного и нелинейного нестационарного 

уравнения  Шредингера часто возникают в квантовой механике, ядерной физике, 

нелинейной оптике и в других областях современной физики и техники и изучение этих 

задач носит как теоретические, так и практические интересы [4, 5, 13]. Начально-

краевые задачи для линейного и нелинейного нестационарного уравнений без 

специального градиентного слагаемого ранее изучены, например, в работах [7, 8, 9, 10, 

16, 17, 18] и др., а со специальным градиентным слагаемым, например, в работах  [1, 6, 

15, 20, 21, 22, 23, 24, 25,] и др. Во всех этих работах от коэффициентов уравнения 

Шредингера, зависящих от временной переменной, потребовались 

дифференцируемость по временной переменной. Следует отметить, что начально-

краевые задачи для нестационарного уравнения Шредингера без специального 

градиентного слагаемого, когда коэффициенты зависит  только от временной 

переменной и являются измеримыми ограниченными функциями ранее изучены в 

работе [17]. Однако  начально-краевые задачи для  нестационарного уравнения 

Шредингера  со специальным градиентным слагаемым, когда потенциал является 

комплекснозначной измеримой ограниченной функцией, зависящим только от 

временной переменной  почти не изучены. Поэтому изучение разрешимость  второй  

начально-краевой задачи для линейного нестационарного уравнения Шредингера со 

mailto:gabilya@mail.ru
mailto:natiq_ibrahimov@mail.ru
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специальным градиентным слагаемым, когда вещественные и мнимые части 

комплексного потенциала являются измеримыми ограниченными функциями,  

зависящими только от временной переменной представляет немалый научный и 

практический интерес.  

 

           2. Постановка задачи    

Пусть 0l  , 0T   - заданные числа, 0 x l   ,0 t T  ,    0, 0, ,t Tl t     ;

  0, ,kC T B - банахово пространство функций, k -раз непрерывно дифференцируемых  

на отрезке  0,T  со значениями в банаховом пространстве B ;  0,pL l -лебегово 

пространство функций,  суммируемых по модулю на промежутке  0,l  со степенью 

1p  ;  2 0, ;L T B   банахово пространство функций, определенных и суммируемых по 

модулью с квадратом  на отрезке  0,T  со значениями в банаховом пространстве B ;

 0, ;L T B банахово пространство измеримых ограниченных на  0,T  функций со 

значениями в банаховом пространстве B ; Соболевы пространства    ,0, ,k k m

p pW l W 

1, 0, 0p k m   , определены, например, в работах [11,12, 19]. 

Рассмотрим следующую вторую начально-краевую задачу об определении 

функции  ,x t   из условий:  

                       
2

0 1 0 12
i a ia x a x v t iv t

t x x

  
  

  
     

  
   , , ,f x t x t  ,       (2.1) 

                                                                ,0 , 0, ,x x x l                                              (2.2) 

                                 
   

 
0, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

  
  

 
,                                      (2.2) 

где 1i   ; 0 0a  - заданное число;        1 0 1, , , ,a x a x t v t v t - измеримые ограниченные 

функции, удовлетворяющие условиям: 

 

       
   2

0 1 2 32
, ,

da x d a x
a x

dx dx
       ,  

0

0 1 2 30, , , , , 0;x l const                 (2.4) 

                                
   

 
2 0

1 1

1 4 5 62

, ,
, , , , , ,

a x t a x t
a x t x t

x x
  

 
    

 
 

                                               1 1 3 4 5 60, , 0, , , , 0a t a l t const       ;                          (2.5) 

                                             
0

0 1, 0,1, 0, , , 0s sv t b s t T b b const      ;                         (2.6) 

 

   , ,x f x t - комплекснозначные функции, удовлетворяющие условиям: 
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   2

2

0
0, , 0

d d l
W l

dx dx

 
   ;                                    (2.7) 

                                                
   

 2,0

2

0, ,
, 0, 0,

f t f l t
f W t T

x x

 
    

 
;                        (2.8) 

Символ  
0

 означает  “ при почти всех”.  

Определение 2.1. Под решением  второй начально-краевой задачи (2.1)-(2.3) 

будем понимать функцию  ,x t   из прстранства  2,1

2W  , удовлетворяющую 

уравнению (2.1) для почти всех    ,x t  , а начальному условию (2.2)  для почти всех 

 0,x l  и краевым условиям (2.3) для почти всех  0,t T .  

 

            3. Разрешимость второй начально-краевой задачи. 

В этом разделе используя метод Галеркина будем доказывать теорему о 

существовании и единственности решения рассматриваемой второй начально-краевой 

задачи.   

Теорема 3.1. Пусть  функции        1 0 1, , , ,a x a x t v t v t ,  x ,  ,f x t  

удовлетворяют условиям (2.4)-(2.8). Тогда вторая начально-краевая задача (2.1)-(2.3) 

имеет единственное решение из пространства   2,1

2W    и для этого решения 

справедлива оценка: 

                                                     
  

    2,1 2,02
2 22

22 2

0 0,W WW l
c f 

 
  ,                                    (3.1) 

где 0 0с   не зависит от , f . 

Доказательство. Возьмем какую-либо фундаментальную в  2

2 0,W l   и 

ортонормированную в  2 0,L l систему функций   ,...2,1,  kxuu kk , например, систему 

собственных функций следующий спектральной задачи:  

                                     , 0, , 0 0LX x X x x l X X l                                    (3.2) 

при ,...2,1,  kk , где оператор L  определяется формулой:  

                                          
2

0 2
.

d
L a a x

dx
                                                             (3.3) 

Можем отметить, что спектральная задача (3.2) является  спектральной задачей,  

изученной в работе [11]. Поэтому с помощью результатов этой работы можем 

утверждать, что спектральная задача (3.2) имеет нетривиальные решения

  ,...2,1,  kxuX k при ,...2,1,  kk , образующих спектр задачи и эти решения 

образуют базис в пространствах    1 2

2 20, , 0, ,W l W l  и справедливы условия 

ортонормированности в  2 0,L l  и ортогональности   в  1

2 0,W l ,  2

2 0,W l  в  виде:  
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2 0,

0

, ,

l

m

k m k m kL l
u u u x u x dx       (3.4) 

где m

k  
символы Кронекера: 










,...2,1,,,0

,,1

mkmk

mk
m

k     (3.5) 

Ясно, что функции   ,...2,1, kxuk ортогональны и в следующем смысле: 

        

   
 

 
2

00,

0

, ,

l

k m
k m k m k mL l

du du
u u Lu u a a x u u dx

dx dx

 
    

 
 , , 1,2,...;m

k k k m            (3.6) 

                                      
 2

, ,k m k m L l
u u Lu Lu  2 , , 1,2,...m

k k k m   .               (3.7) 

В силу предположения   0 0a x    все собственные значения ,...2,1,  kk

вещественны, положительны и расположены в порядке возрастания:  

                         1 2 30 ... ...,k k          при k .                             (3.8) 

По методу Галеркина приближенное решение будем искать в виде: 

                
     

1

,
N

N N

k k

k

x t c t u x


 ,     (3.9) 

где     
 0,2

, , , 1,2,...,
L l

N N

k kc t t u k N  
 
определяются из условий: 

                    
  

 
  

 
 

 

 
2 2

2

10, 0,

0,

.,
., , ., , ., ,

N

N N

k k kL l L l

L l

td
i t u L t u i a t u
dt x


 

 
   

 
 

          
 

    
 

 
2 2

0 10, 0,
., , ., , ,N N

k k kL l L l
v t t u i v t t u f t      ,,0,,...,2,1 TtNk    

 

(3.10) 

                             
  0N

kc   
 0,2

,0 , , 1,2,..., .
L l

N

k ku k N                                   (3.11) 

Здесь     
 

 
 0,0, 22

, , , , , 1,2,...,
L lL l

k k k kf t f t u u k N     . Система (3.10) есть нечто 

иное, как система N  линейных обыкновенных  дифференциальных уравнений с 

переменными  коэффициентами и с правой частью  2 0,kf L T . Из теории 

обыкновенных дифференциальных уравнений известно, что задача Коши (3.10), (3.11) 

имеет единственное обобщенное решение из пространства   1

2 0,W T  (см: например,[2, 

3,14,]). 

Теперь установим оценку для решения этой задачи Коши. 

Лемма 3.1. Для решения системы (3.10), (3.11) верна оценка: 

                                     

 
 

 2,1
2

2

2 2

1 10 0

NT TN N
N Nk

k W
k k

dc t
c t dt dt

dt



 

      

                                       
    2 2,0

2 2

2 2

0 0,W l W
c f


  ,  0,t T , ,...2,1N .                          (3.12) 
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 Доказательство леммы. Умножим каждое k -ое уравнение из (3.10) на свое 

 N

kc t , полученные равенства просуммируем по k от 1 до N  и проинтегрируем по t  от 

нуля до t T . В результате, используя формулу интегрирования по частям и  условию

   0
0, 1,2,...k kdu du l

k
dx dx

   ,имеем:

  

 

       
2

2 2 2

0 1 0 1,

t

N N N
N N N N Ni a ia x a x v iv dxd

t x x

  
        



   
      
   
 
  

                                             

     , , , 0,

t

Nf x x dxd t T   


   .                                   (3.13) 

Из этого равенства вычитывая его комплексное сопряжение и в полученном 

равенстве используя дифференцируемость функций  1 ,a x t   получим справедливость 

равенства:  

                                          

  2 2

1 ,

t t

N Ndxd a x dxd
t x
    

 

 
 

    

             

  2
1 ,

t

Na x
dxd

x


 






      
2

12 2 Im , 0,

t

N Nv dxd f dxd t T



    
 

     .    (3.14) 

Ввиду того, что функция  1 ,a x t   удовлетворяют однородным граничным 

условиям      1 10, , 0, 0,a t a l t t T   , второе слагаемое равняется нулю. С учетом 

этого и условий на коэффициенты уравнения из равенства (3.14) нетрудно получить 

справедливость неравенства: 

  
 

 2

2

0,
.,N

L l
t   

 2

2

0,
.,0N

L l


 




2

2L
f    

 2

2

5 1 0,
0

2 1 .,

t

N

L l
b d      ,  0, .t T   (3.15) 

Используя формулу  (3.9) можем написать следующее соотношение: 

                                    
 

 
 

 22

2 2 2 2

0,0,
1 1

,0 0 .
N

N N

k k L lL l
k k

c  


 

                                 (3.16) 

С помощью этого соотношения из (3.15)  получим справедливость неравенства: 

            
 

 2

2

0,
.,N

L l
t 

 2

2

0,L l


 




2

2L
f

 

   
 2

2

5 1 0,
0

2 1 .,

t

N

L l
b d      ,  0, .t T   

С помощью этого неравенства и леммы Гронуолла нетрудно получить 

справедливость оценки: 

                                   
 

 2

2

0,
.,N

L l
t 

    
2 2

2 2

2 0,L l L
c f


 ,  0,t T  .                        (3.17) 
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Теперь оценим 
N

x




. С этой целью и умножим k -ое уравнение системы (3.10) на свое

 N

k kc t , а потом полученные уравнения просуммируем по k   от 1 до N . Тогда, 

полученное равенство проинтегрируя по интервалу  0,t  имеем: 

                               

 
2

1 ,

t

N N
N N Ni L L ia x L dxd

t x

 
    



  
   

  
  

      0 1

t

N N N Nv L iv L dxd      


        , , , 0,

t

Nf x L x dxd t T   


  .     (3.18) 

Из этого равенства вычитывая его комплексное сопряжение, имеем: 

               1 ,

t

N N N N
N N N Ni L L ia x L L dxd

t t x x

   
     



       
       

       
  

                           0 1

t

N N N N N N N Nv L L iv L L dxd          


      

                          

          , , , , , 0,

t

N Nf x L x f x L x dxd t T      


    .               (3.19) 

Используя формулу (3.3) для оператора L  и формулу интегрирования по частям, а 

также граничные условия 
   0

0k kdu du l

dx dx
    имеем: 

        
2

0 2

t

N N
Ni a a x dxd

t x

 
 



   
    

   
  

2

0

t

N N N
Ni a a x dxd

t x x t

  
 



   
 

    
 ,  (3.20) 

                1 ,

t

N
Nia x L dxd

x


  






    
2

1 0 2
,

t

N N
Nia x a a x dxd

x x

 
  



   
    

   
  

                         
2

0 1 12
, ,

t t

N N N
Nia a x dxd ia x a x dxd

x x x

  
    

 

  
  

    ,                 (3.21) 

                                              0 1

t

N N N Nv L iv L dxd      


       

                     
2 2

0 0 1 02 2

t

N N
N N N Nv a a x iv a a x dxd

x x

 
      



     
          

     
  

                                           
2

2

0 0 0

t

N
Na v v a x dxd

x


   



 
   
 
 
  

                                            
2

2

0 1 1

t

N
Nia v iv a x dxd

x


   



 
  
 
 
 ,                         (3.22) 
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2

0 2

,
, , , ,

t t

N

N Nx
f x L x dxd f x a a x x dxd

x

 
       

 

 
    

 
   

                    
   

       0

, ,
, , , 0,

t

N

N
f x x

a a x f x x dxd t T
x x

  
   



  
    

  
 .        (3.23) 

C учетом этих равенств (3.20)-(3.23) из равенства (3.19) получим справедливость 

следующего равенства: 

             
2 2

0

t

N N N N

i a dxd
t x x t x x

   




    
  

      
  

t

N N
N Ni a x dxd

t t

 
  



  
  

  
  

 
2 2

0 1 2 2
,

t

N N N N

i a a x dxd
x x x x

   
 



    
   

    
    1 ,

t

N N
N Ni a x a x dxd

x x

 
   



  
  

  
  

     
2

2

0 1 12

t

N
Ni a v v a x dxd

x


   



 
   
 
 


   
0

, ,
2 Im

t

Nf x x
i a dxd

x x

  




  
 

  
  

                                           2 Im , , , 0,

t

Ni a x f x x dxd t T   


   .                        (3.24) 

Отсюда нетрудно получить следующее равенство: 

                                    

2

0

t

N

a dxd
t x






 


   
2

t

Na x dxd
t
 






   

                        
 

2 2

1

0 1 0

,
,

t t

N Na x
a a x dxd a dxd

x x x x

 
  

 

    
   
    
 

   

                            
2 2

1 1, ,

t t

N Na x a x dxd a x a x dxd
x x

     
 

 
  

    

           
2

2

0 1 12

t

N
Na v v a x dxd

x


   



 
   
 
 
  

   
0

, ,
2 Im

t

Nf x x
a dxd

x x

  




  
 

  
  

                                             2 Im , , , 0,

t

Na x f x x dxd t T   


   .   

В силу условий      1 10, , 0, 0,a t a l t t T   третье и пятое слагаемые левой 

части этого равенства равняются нулю. С учетом этого и c помощью условий на 

коэффициенты уравнения, а также неравенства Коши-Буняковского из этого равенства 

нетрудно получить справедливость  следующего неравенства:  

             
 

 

 
 

 

 

 
 2 2

2 2

2 2

2 2

0 0 0 10, 0,

0, 0,

., .,0
., .,0

N N

N N

L l L l

L l L l

t
a t a

x x

 
   

 
   

 
  

            
2

0 5 12 1

t

N

a b dxd
x


 




   

  
2

2 4 1 5 1 1 12

t

Nb dxd       
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2

0

,

t

f x
a dxd

x







 

    
2

1 , , 0,

t

f x dxd t T  


  .                       (3.25) 

C помощью формулы (3.9) нетрудно установить справедливость неравенства: 

                                                    

 

 2

2

0,

.,0N

L l
x



  1
2

2

3 0,
.

W l
c 

                                         

(3.26) 

В силу этого неравенства и соотношения (3.16), а также оценки (3.17) из неравенства 

(3.25) получим справедливость неравенства: 

             
 

 
      

 

 1 1,0
2 2

2 2

2 2

2 2

4 50,

00, 0,

., .,
, 0,

N Nt

W l W

L l L l

t
с f c d t T

x x

  
 



 
    

  .   (3.27) 

Отсюда с помощью леммы Гронуолла получим справедливость следующей 

оценки:  

                               
 

 
      1 1,0

2 2

2

2

2 2

6 0,

0,

.,
, 0,

N

W l W

L l

t
с f t T

x







   


.                        (3.28) 

Теперь оценим 
2

2

N

x




. С этой целью и умножим k -ое уравнение системы (3.10) 

на свое  2 N

k kc t , а потом полученные уравнения просуммируем по k   от 1 до N . Тогда, 

используя равенство k k kLu u  с помощью формулы интегрирования по частям 

преобразуя каждый интеграл полученного равенства имеем следующее равенство:                          

                              
1 10 0

, ,

l lN N
N N N N

k k k k k k

k k

i L x t u x dx c t L L x t u x dx c t
t

   
 


 


    

           
 

           1 0

1 10 0

,
, ,

Nl lN N
N N N

k k k k k k

k k

x t
i L a x t u x dx c t v t L x t u x dx c t

x


  

 

 
   

 
    

                                       1

1 10 0

, ,

l lN N
N N N

k k k k k k

k k

i v t L x t u x dx c t Lf x t u x dx c t  
 

    . 

В этом равенстве опять используя равенство k k kLu u  и формулу (3.9) после 

интегрирования по t  от нуля до t T  получим справедливость равенства: 

                      1 ,

t t t

N
N N N N Ni L L dxd L L L dxd i L a x L dxd

t x


        

  

  
   

  
    

         
2 2

0 1 , , , 0,

t t t

N N Nv L dxd i v L dxd Lf x L x dxd t T         
  

       .     (3.29) 

Теперь в этом равенстве преобразуем второе и третье слагаемые левой части. С 

помощью формулы: 

                                                 0 2

N N NL L a L a x L
x

  


  


                                   (3.30) 
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и формулы интегрирования по частям можем написать следующее равенство: 

         
t

N NL L L dxd  


      
2

2

0 , 0,

t t

N Na L dxd a x L dxd t T
x

   
 


  

  .       (3.31) 

Для преобразования третьего слагаемого левой части равенства (3.29) сначала 

преобразуем под интегральное выражение  1 ,
N

L a x t
x

 
 

 
. C помощью формулы 

оператора L  имеем:  

          
2

1 0 1 12
, , ,

N N N

L a x t a a x t a x a x t
x x x x

        
      

      

 2

1

0 2

, Na x t
a

x x

 
 

 
 

      
 

 
 1

1

,
2 ,N Na x t da x

a x a x t
x dx

 


  


 
   1

1

,
2 ,N Na x t

L a x t L
x x

 
 


 

.           (3.32) 

Тогда с помощью формул (3.31) и (3.32) равенство (3.29) можем написать в виде: 

                    
t

N Ni L L dxd
t

  





    
2

2

0

t t

N Na L dxd a x L dxd
x

   
 


 

   

      
 

 
 

 
 2

1 1

0 12

, ,
2 ,

t t

N
N N N

a x a x t da x
i a L dxd i a x a x t L dxd

x x x dx

 
    

 

  
    

   
   

                           
 

   
2

1

1

,
2 ,

t t

N N N
a x

i L dxd i a x L L dxd
x x


     

 

 
  

    

             
2 2

0 1 , , , 0,

t t t

N N Nv L dxd i v L dxd Lf x L x dxd t T         
  

       . (3.33) 

Вычитывая из этого равенства его комплексное сопряжение имеем: 

                                          
t

N N N Ni L L L L dxd
t t

    


  
  

  
    

            
 

     
2

1

1

,
4 ,

t t

N N N N Na x
i L dxd i a x L L L L dxd

x x x


       

 

   
    

   
   

                                  
 2

1

0 2

,

t

N N
N Na x

i a L L dxd
x x x

  
  



   
   

   
  

                           
 

 
 

 1

1

,
2 ,

t

N N N Na x t da x
i a x a x t L L dxd

x dx
    



 
    

 
  

                           
2

12 2 Im , , , 0,

t t

N Ni v L dxd i Lf x L x dxd t T      
 

     .         (3.34) 

Теперь в этом равенстве преобразуем третье слагаемое левой части. Ясно, что 

имеет место равенство: 

                        2

1 1, ,

t t

N N N N Ni a x L L L L dxd i a x L dxd
x x x
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  2

1 ,

t

Na x
i L dxd

x


 






 .                                       (3.35) 

Если учесть это равенство в левой части равенства (3.34), то оттуда в силу условий 

     1 10, , 0, 0,a t a l t t T     получим справедливость равенства: 

                                              
2 2

0 0

, ,0

l l

N NL x t dx L x dx      

                      
  2

1 ,
3

t

Na x
L dxd

x


 







 2

1

0 2

,
2 Re

t

N
Na x

a L dxd
x x

 
 



  
  

  
  

                           
 

 
 

 1

1

,
2 2 , Re

t

N Na x t da x
a x a x t L dxd

x dx
  



 
   

 
  

                           
2

12 2 Im , , , 0,

t t

N Nv L dxd Lf x L x dxd t T      
 

     .            (3.36) 

Используя формулу      
1

,0 0
N

N N

k k

k

L x c Lu x


  и условие  (3.11) имеем: 

                                   
1 1 1

,0 0
N N N

N N

k k k k k k k

k k k

L x c Lu x Lu x u x   
  

     .                  (3.37) 

С другой стороны можем написать следующее равенство: 

                                
1 1 10 0

l lN N N

k k k k k k k k

k k k

u x u d u x x Lu d u x          
  

     . 

С помощью формулы  интегрирования по частям имеем: 

                                            
1 1 0

lN N

k k k k k

k k

u x L x u d u x     
 

  .                                 

Учитывая это равенство в равенстве (3.37) получим следующее равенство: 

                          ,0NL x            
1 10

lN N

k k kk
k k

L x u d u x L u x    
 

                       (3.38) 

В силу этой формулы нетрудно установить справедливость соотношения: 

                          
 

 
   

 22

2 22 2

0,0,
1 1

,0 .
N

N

k k L lL l
k k

L L L L   


 

      

Из этого соотношения и вида оператора L  можем установить справедливость 

неравенства:  

                                                        
   2

22

2 2

7 0,0,
,0N

W lL l
L с   .                                       (3.39) 

C учетем этого соотношения из равенства (3.36) можем получить справедливость 

неравенства: 

                                                       
   2

22

2 2

7 0,0,
,N

W lL l
L t с     
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  2

1 ,
3

t

Na x
L dxd

x


 




 


 2

1

0 2

,
2

t

N
Na x

a L dxd
x x

 
 



 


   

                                  
 

 
 1

1

,
2 2 ,

t

N Na x t da x
a x a x t L dxd

x dx
  



 
     
  

                                 
2

12 2 , , , 0,

t t

N Nv L dxd Lf x L x dxd t T      
 

     .          (3.40) 

Используя условия на коэффициенты уравнения и применяя неравенство Коши-

Буняковского из этого неравенства с помощью оценок (3.17), (3.28) и неравенства:  

                                                            
   2,0

2 2

2 2

8L W
Lf с f

 
                                               (3.41) 

имеем: 

            
      2 2,0

2 22

2 2 2

9 0,0,
,N

W l WL l
L t с f 


     

 
 

2

2

10 0,
0

., , 0,

t

N

L l
c L d t T     . 

C помощью леммы Гронуолла из этого неравенства получим справедливость оценки: 

                                   
        2 2,0

2 22

2 2 2

11 0,0,
, , 0,N

W l WL l
L t с f t T 


     .                      (3.42) 

Используя формулу для оператора L имеем: 

                                  
 2 0,

(., )N

L l
L t

 
 

2

2

2

0 2 (0, )

(0, )

.,
. (., )

N

N

L l

L l

t
a a t

x





 


 .             

Отсюда получим справедливость неравенства: 

                               
 

 
2 2

2

2

0 12 (0, ) (0, )

(0, )

.,
., (., )

N

N N

L l L l

L l

t
a L t t

x


  


 


. 

Из этого неравенства в силу оценок (3.17) и (3.42) имеем: 

                                    
 

 2

2
2

2

0,

.,N

L l

t

x




       2 2,0
2 2

2 2

12 0,
, 0,

W l W
с f t T


   .                 (3.43) 

Суммируя (3.17), (3.28) и (3.43) получим справедливость следующей оценки: 

                                  2
2

2

(0, )
.,N

W l
t 

      2 2,0
2 2

2 2

13 0,
, 0,

W l W
с f t T


   .                        (3.44) 

Теперь оценим 
N

t




. С этой целью каждое k -ое уравнение  системы (3.10) на свое 

 N

kdc t

dt
 и все полученные равенства просуммируем по 1k  до Nk  . Тогда 

полученное уравнение интегрируя по интервалу  0,T имеем: 

               

   
2

2

0 12
,

N N N N N
Ni a ia x t a x dxdt

t x t x t t
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   0 1

N N
N Nv t iv t dxdt

t t

 
 



  
  

  


N

f dxdt
t








 . 

Отсюда можем написать следующее равенство: 

                                                           

2
N

dxdt
t








  

                   
2

0 1 0 12
, ,

N N N
N N Ni a ia x t a x v t iv t f x t dxdt

x x t

  
  



   
        

   
  

Из этого равенства с помощью неравенства Коши-Буняковского и  оценки (3.44) 

получим справедливость следующей оценки: 

                                       

 2

2

14

N

L

c
t








     2 2,0
2 2

2 2

0,W l W
f


 .                                         (3.45) 

Интегрируя обе части оценки (3.44) по t  по интервалу  0,T  и полученную оценку 

суммируя с оценкой (3.45) получим следующую оценку: 

                                  
 2,1

2

2

15

N

W
c




    2 2,0
2 2

2 2

0,W l W
f


 , 1,2,...N  ,                            (3.46) 

где 15 0с  постоянная не зависит от N . Используя эту оценку с выбором 0 15с c  

нетрудно доказать утверждение леммы. Лемма 3.1 доказана. 

Теперь продолжим доказательство теоремы. Благодаря оценке (3.46) из 

последовательности   ,N x t  можем выделить под последовательность   ,mN
x t , 

которая сходится к функции  ,x t  слабо в пространстве  2,1

2W  . Покажем, что эта 

предельная функция  ,x t

  

является решением редуцированной задачи  (2.1)-(2.3)  в 

смысле определения 2.1. С этой целью сначала докажем, что эта функция 

удовлетворяет уравнению (2.1) для почти всех  ,x t  .  Поэтому при mN N
 

уравнение из (3.10) умножим на произвольную функцию  k t , где  k t  есть k - й 

коэффициент Фурье произвольной функции  ,x t  из пространства  2 ,L   то есть 

    
 2 0,

., ,k k L l
t t u  . Полученные уравнения складываем по k  от 1k   до mN N   и 

результат проинтегрируем в пределах от нуля до T . Тогда получим: 

                                      
2

0 12
,

m m m

m

N N N
N

i a a x t a x
t x x

  




   
   

  
  

                                           0 1 , , 0m mN N Nv t iv t f x t x t dxdt  


                           (3.47)    
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для любой функции      
1

,
N

N

k k k

k

x t t u x 






 , 
mN N  . Учитывая слабую сходимость 

под последовательности   ,mN
x t к функции  ,x t  в пространстве  2,1

2W   и 

переходя к пределу по , 1,2,...mN m   в интегральном тождестве (3.47) получим 

справедливость следующего интегрального тождества: 

         
2

0 12
,i a a x t a x

t x x

  




   
   

  
        0 1 , , 0Nv t iv t f x t x t dxdt  


      

для любой функции      
1

,
N

N

k k k

k

x t t u x 






 . В виду того, что       
1

,
N

N

k k k

k

x t t u x 






  

является частичной суммой ряда        
1

, k k

k

x t t u x 




 , при N  частичная сумма  

 ,N

k x t


 сходится к функции    ,x t  в  2L  . Тогда с учетом этого если переходить к 

пределу в последнем тождестве, то получим того, что предельная функция  ,x t  

удовлетворяет следующему интегральному тождеству: 

      
2

0 12
,i a a x t a x

t x x

  




   
   

  
        0 1 , , 0v t iv t f x t x t dxdt      (3.48) 

для любой функции  ,x t   из пространства  2L  . Отсюда заключаем, что 

предельная функция   ,x t  из пространства  2,1

2W  удовлетворяет уравнению (2.1) 

для почти всех  ,x t  . Теперь покажем, что эта функция  ,x t  из пространства 

 2,1

2W   удовлетворяет начальному условию (2.2) для почти всех  0,x l , то есть 

условию      
0

,0 , 0,x x x l    . В силу теорем компактного вложения пространства  

 2,1

2W   в пространство     0

20, , 0,С T L l можем написать следующее  соотношение: 

                                                
    

   
 2 0,

., ., 0mN

L l
t t                                            (3.49) 

равномерно относительно  0,t T  при m . Кроме того, можем написать 

следующее неравенство: 

                         
 

   
 

 
 2 2 2

0, 0, 0,
.,0 .,0 .,0 .,0m mN N

L l L l L l
          .              (3.50) 

Используя предельное соотношение (3.49) при 0t    получаем, что первое слагаемое в 

правой части этого неравенства при m  стремится к нулю. Поэтому  покажем, что и 

второе слагаемое в правой части этого неравенства при mтакже стремится к нулю.  

Используя формулу (3.9) имеем:  

                                           
1 1

,0 0
m m

m m m

N N
N N N

k k k k

k k

x c u x u x x  
 

    .  
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Ввиду того, что  mN
x  является частичной суммой ряда Фурье для функции  x   

из пространства  2

2 0,W l , удовлетворяющей условиям 
   0

0
d d l

dx dx

 
  . C учетом 

этого  если переходить к пределу во втором слагаемом правой части неравенства (3.50), 

то при mполучим, что оно стремится к нулю, то есть имеет место предельное 

соотношение: 

                                            
 2 0,

.,0 0mN

L l
    при m .                                      (3.51) 

Таким образом, с учетом этого предельного соотношения и предельного соотношения 

(3.49) при  0t   если переходить к пределу в обеих частях неравенства (3.50), то  при  

m  получим справедливость соотношения:  

                                                                
 2 0,

.,0 0
L l

   .  

Из этого соотношения получаем, что предельная функция   ,x t  удовлетворяет 

условию начальному условию из (2.2), то есть      
0

,0 , 0,x x x l    . Наконец, 

докажем, что предельная функция  ,x t  удовлетворяет краевым условиям  (2.3). 

Известно из работы [12], что для элементов под последовательности   ,mN
x t в силу 

теоремы о следах имеет место соотношения: 

                                                
   

 2

0,. ,.
, 0, , 1,2,...

m mN N
l

L T m
x x

  
 

 
.                     (3.52) 

В силу свойства сходимости под последовательности   ,mN
x t из пространства 

 2,1

2W   получим справедливость предельных соотношений: при m  

                                                
   0,. 0,.ьN

x x

  


 
слабо в  2 0,L T ,                            (3.53) 

                                                 
   ,. ,.ьN
l l

x x

  


 
слабо в  2 0,L T .                            (3.54) 

С другой стороны, для элементов под последовательности   ,mN
x t  имеет место 

следующие  равенства  

                                               
 

 
 

1

,
, 0,

m m

m

N N
N k

k

k

s t du s
c t s l

x dx






 


  . 

Из этих равенств в силу условий 
   0

0k kdu du l

dx dx
   получим справедливость 

следующих соотношений: 

                                                          
   0, ,

0
ь ьN N

t l t

x x

  
 

 
                                     (3.55) 
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Для  2 0,L T   можем написать следующие равенства: 

      
 

 
   

 
0 0

, , ,pNT Ts t s t s t
t dt t dt

x x x

  
 

   
   

    
 

 
 

0

,
, 0,

pNT s t
t dt s l

x







 .    (3.56) 

Тогда с учетом соотношений (3.56) и предельных соотношений (3.53), (3.54) если 

переходить к пределу в обеих  частях равенств (3.51), то оттуда при mдля любой 

функции  2 0,L T получим справедливость соотношений: 

                                                  
 

 
0

,
0, 0,

T s t
t dt s l

x





 

 . 

Из этих соотношений получим, что предельная функция   ,x t  удовлетворяет 

краевым  условиям (2.3) для почти всех  0,t T , то есть имеет место: 

                                             
   

 
00, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

  
   

 
.                 

Таким образом, нами доказано, что предельная функция  ,x t  является решением 

начально-краевой задачи (2.1)-(2.3) и это решение принадлежит пространству  2,1

2W    

и для этого решения справедлива оценка (3.1), которая непосредственно  следует из 

оценки (3.12) после перехода к нижнему пределу  по слабо сходящейся под 

последовательности    ,mN
x t  из   2,1

2W   к функции  ,x t . Непосредственно из 

оценки (3.1) следует единственность решения начально-краевой задачи  (2.1)-(2.3). 

Теорема 3.1 доказана.  

 Замечание 3.1. Аналогично доказывается теорема о существовании и 

единственности решения первой начально-краевой задачи для линейного 

нестационарного уравнения Шредингера со специальным градиентным слагаемым, 

когда вещественные и мнимые части комплексного потенциала являются измеримыми 

ограниченными функциями,  зависящими только от временной переменной, из 

пространства  
2,10

2W  . 
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XÜSUSİ QRADİYENT TOPLANANLI VƏ ZAMANDAN ASILI OLAN ÖLÇÜLƏBİLƏN 

MƏHDUD KOMPLEKS POTENSİALLI ŞREDİNGER TƏNLİYİ ÜÇÜN İKİNCİ BAŞLANĞIC 

SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

 

Qabil Yaqub 

Natiq İbrahimov 

Nizami Süleymanov 

Kafkas Universiteti, Qars, Türkiyə 

Lənkəran Dövlət Universiteti, Lənkəran, Azərbaycan 

Bakı Dövlət Universiteti, Bakı, Azərbaycan 

 

Biz bu məqalədə xüsusi qradiyentli toplanana malik və yalnız zamandan asılı olan ölçülə bilən məhdud 

kompleks potensiallı xətti birölçülü qeyri-stasionar Şredinger tənliyi üçün ikinci başlanğıc-sərhəd 

məsələsini nəzərdən keçiririk. Eyni zamanda Qalerkin üsulundan istifadə etməklə baxılan ikinci 

başlanğıc sərhəd məsələsinin həllinin mövcudluğu və yeganəliyi haqqında teorem isbat edilir. 

Açar sözlər: Şredinger tənliyi, qradiyentli toplanan, kompleks potensiallı, Qalerkin üsulu. 

 

Gabil Yagub 

Natig Ibragimov 

Nizami Suleymanov  

Kafkas University, Kars, Turkey 

Lankaran State University, Lankaran, Azerbaijan 

Baku State University, Baku, Azerbaijan 

 

In this paper, we consider the second initial-boundary value problem for a linear one-dimensional 

unsteady Schrodinger equation with a special gradient term and with a measurable limited complex 

potential that depends only on time. At the same time, using the Galerkin method, the theorem on the 

existence and uniqueness of the solution of the second initial boundary value problem under 

consideration is proved. 

Key words: Schrodinger equation, gradient term, complex potential, Galerkin method.  
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APPLICATION OF FIBONACCI EXP-FUNCTION METHOD FOR SOLVING 

THE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

Jalil Manafian 

University of Tabriz, Tabriz, Iran,  

Lankaran State University, Lankaran, Azerbaijan 

 

Abstract. In this work, we establish the exact solutions to the longitudinal wave motion equation in a 

nonlinear magneto-electro-elastic circular rod and Burgers`equations. The Fibonacci exp-function 

method were used to construct solitary wave solutions of nonlinear evolution equations. The Fibonacci 

exp-function method presents a wider applicability for handling nonlinear wave equations. It is shown 

that the Fibonacci exp-function methods, with the help of symbolic computation, provide a 

straightforward and powerful mathematical tool for solving nonlinear evolution equations in 

mathematical physics. 

Key words: solitary wave solutions, Fibonacci exp-function method, Burgers` equation, longitudinal 

wave motion equation.  

 

Introduction    

In the recent years, the investigation of the traveling wave solutions for nonlinear 

partial differential equations plays an important role in the study of nonlinear physical 

phenomena. During the past decades, both mathematicians and physicists have devoted 

considerable effort to the study of exact and numerical solutions of the nonlinear ordinary or 

partial differential equations corresponding to the nonlinear problems. Many powerful 

methods have been presented. For instance, the Hirota’s bilinear method [11], the inverse 

scattering transform [1], F-expansion method [19], sine-cosine method [21], homotopy 

perturbation method [2, 3], homotopy analysis method [4], variational iteration method        

[3, 10], tanh-function method [8], generalized tanh-coth method [13, 14, 17], Bäcklund 

transformation [18], Exp-function method [5, 6, 7, 12 15], (
G′

G
)-expansion method [9] and so 

on. The Burgers equation [16]  

 ut + uux = uxx,             (1) 

is a nonlinear partial differential equation of second order which appears in various areas of 

applied mathematics, such as modeling of fluid dynamics, turbulence, boundary layer 

behavior, shock wave formation, and traffic flow. Based on the constitutive relation for 

transversely isotropic piezoelectric and piezo-magnetic materials, combined with the 

differential equations of motion, Xue et al. [22] have derived a longitudinal wave motion 

equation in a MEE circular rod of the form,  

 utt − c0
2uxx − (

c0
2

2
u2 +Nutt)

xx
= 0.     (2) 
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where 𝑐0 is the linear longitudinal wave velocity for a MEE circular rod and 𝑁 is the 

dispersion parameter, both depending on the material properties as well as the geometry of the 

rod. Equation (2) is a nonlinear wave equation with dispersion caused by the transverse 

Poisson’s effect. Here, we use of an effective method namely the Fibonacci exp-function 

method for constructing a range of exact solutions for the following ordinary partial 

differential equations that in this paper we developed solutions as well. In this paper, we put 

forth the new approach of Fibonacci exp-function method to construct exact travelling wave 

solutions including solitons, kink, periodic and rational solutions to the longitudinal wave 

motion equation in a nonlinear magneto-electro-elastic circular rod and Burger equations. The 

purpose of this paper is to obtain exact solutions of the longitudinal wave motion equation in 

a nonlinear magneto-electro-elastic circular rod and Burger equations. and to determine the 

accuracy of the Fibonacci exp-function method in solving these kind of problems. The article 

is organized as follows: In Section 2, first we briefly give the step of the method and apply 

this method to solve the nonlinear partial differential equations. In Section 3, the application 

of the Fibonacci exp-function method to the longitudinal wave motion equation in a nonlinear 

magneto-electro-elastic circular rod and Burger equations will be introduced briefly. Also a 

conclusion is given in Section 4. Finally some references are given at the end of this paper. 

 

1. Fibonacci exp-function method  

The symmetrical Fibonacci sine (sFs) and the symmetrical Fibonacci cosine (cFs) are 

defined as follows  

 sFs(x) =
ax−a−x

√5
,     (3) 

  

 cFs(x) =
ax+a−x

√5
,     (4) 

and they have the properties  

 ax =
√5

2
(sFs(x) + cFs(x)),     (5) 

  

 a−x =
√5

2
(cFs(x) − sFs(x)),     (6) 

  

 (cFs(x))2 − (sFs(x))2 =
4

5
,     (7) 

  

 (cFs(x))′ = lna(sFs(x)),    0.5cm(sFs(x))′ = lna(cFs(x)).     (8) 
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Obviously, when a = e,  

 sFs(x) =
2sinh(x)

√5
,     cFs(x) =

2cosh(x)

√5
.     (9) 

We first consider the nonlinear equation of the form  

 𝒩(u, ut, ux, uxx, utt, utx, . . . ) = 0,     (10) 

and introduce the transformation as  

 u(x, t) = u(𝜂),     𝜂 = kx + 𝜔t,     (11) 

where c is constant to be determined later, therefore Eq. (10) reduced to ODE as follow  

 ℳ(u,𝜔u′, ku′, k2u′′, . . . ) = 0.     (12) 

The Fibonacci EFM is based on the assumption that travelling wave solutions can be 

expressed in the following form  

 u(𝜂) =
A0+A1a

𝜂+A2a
2𝜂+...+Ama

m𝜂

B0+B1a𝜂+B2a2𝜂+...+Bmam𝜂
.     (13) 

where 𝐴0, 𝐴𝑘(𝑘 = 1,2, . . . , 𝑚), 𝐵0, 𝐵𝑘(𝑘 = 1,2, . . . , 𝑚) 𝜆 and 𝜇 are constants to be determined 

later, 𝐴𝑚 ≠ 0, 𝐵𝑚 ≠ 0, but the degree of which is generally equal to or less than 𝑚 − 1, the 

positive integer 𝑚 can be determined by considering the homogeneous balance between the 

highest order derivatives and nonlinear terms appearing in Eq. (10). 

 

2. Application of the Fibonacci EFM to Burger equation 

The Burger equation which has been extensively investigated. The nonlinear Burger 

equation is a nonlinear partial differential equation of second order which appears in various 

areas of applied mathematics, such as modeling of fluid dynamics, turbulence, boundary layer 

behavior, shock wave formation, and traffic flow as follows  

 ut + uux = uxx.     (14) 

In this section the Fibonacci EFM will be applied to handle Burger equation. On substituting 

the transformation rule 𝜉 = x − ct into Eq. (14) we obtain  

 −cu′ + uu′ − u′′ = 0,     (15) 

where by integrating Eq. (15) with respect to 𝜉, we obtain  

 −cu +
1

2
u2 − u′ = 0.     (16) 

Using (13), for sake of simplicity let 𝑚 = 2, 𝑢(𝜉) is expressed in rational expansion form  

 u(𝜉) =
A0+A1a

𝜉+A2a
2𝜉

B0+B1a𝜉+B2a2𝜉
.     (17) 
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Substituting (17) into Eq. (16) and equating the coefficients of all powers of a to zero yields a 

set of algebraic equations for 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2 and 𝑐. Solving, with the help of 

mathematica programm, the system of algebraic equations, we obtain six sets of solutions as 

follows: 

(I) First set:  

        A0 = 0,     A1 = 2ln(a)B1,     A2 = 0,     B0 = 0,     B1 = B1,    B2 = B2,     c = ln(a).     (18) 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 u1(x, t) =
2ln(a)B1a

x−ln(a)t

B1ax−ln(a)t+B2a2x−2ln(a)t
.     (19) 

Remark 1. Our aim in this remark is to show that the Fibonacci Expa-function method could 

be used to determine traveling wave solutions in the form of symmetrical hyperbolic 

Fibonacci function. This can be easily obtained by selecting specific values for the parameters 

that present in the solutions as shown below. Now if we assume 𝑘 = 𝐵2/𝐵1, solution (19) can 

be transformed into the following form  

 u1(x, t) =
2ln(a)

1+
k√5

2
[sFs(x−ln(a)t)+cFs(x−ln(a)t)]

,     (20) 

where 𝑎 and 𝑘 are free parameters. 

(II) Second set:  

 A0 = 4ln(a)B0A1 = 0,    A2 = 0,    B0 = B0,    B1 = 0,    B2 = B2,    c = 2ln(a).   (21) 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 u2(x, t) =
4ln(a)B0

B0+B2a2x−4ln(a)t
.                    (22) 

Remark 2. Now if we assume 𝑘 = 𝐵2/𝐵0, solution (22) can be transformed into the 

following form  

 u2(x, t) =
4ln(a)

1+
5k

4
[sFs(x−2ln(a)t)+cFs(x−2ln(a)t)]2

,     (23) 

where 𝑎 and 𝑘 are free parameters. 

(III) Third set:  

 A0 = 2ln(a)B0,   A1 = A1A2 = 0,   B0 = B0,    B1 = B1,    B2 =

−
A1(−2ln(a)B1+A1)

4B0ln(a)2
,    c = ln(a).                                   (24) 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  
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 u3(x, t) =
2ln(a)B0+A1a

x−ln(a)t

B0+B1ax−ln(a)t−
A1(−2ln(a)B1+A1)

4B0ln(a)
2 a2x−2ln(a)t

,     (25) 

where 𝑎, 𝐵0, 𝐴1 and 𝐵1 are free parameters. 

 (IV) Forth set:  

 A0 = 0A1 = 0,   A2 = −4ln(a)B2,    B0 = B0,    B1 = 0,   B2 = B2,    c = −2ln(a).     (26) 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 u4(x, t) = −
4ln(a)B2a

2x+4ln(a)t

B0+B2a2x+4ln(a)t
.    3𝑐𝑚 (27) 

Remark 3. Now if we assume 𝑘 = 𝐵0/𝐵2, solution (27) can be transformed into the 

following form  

 u4(x, t) = −
4ln(a)

1+
2k

5
[sFs(x+2ln(a)t)+cFs(x+2ln(a)t)]−2

,     (28) 

where 𝑎 and 𝑘 are free parameters. 

  (V) Fifth set:  

    A0 = 0,    A1 = 0,    A2 = −2ln(a)B2,     B0 = 0,    B1 = B1,    B2 = B2,     c = −ln(a).    (29) 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 u5(x, t) = −
2ln(a)B2a

2x+2ln(a)t

B1ax+ln(a)t+B2a2x+2ln(a)t
.     (30) 

Remark 4. Now if we assume 𝑘 = 𝐵1/𝐵2, solution (30) can be transformed into the 

following form  

 u5(x, t) = −
2ln(a)

1+
2k

√5
[sFs(x+ln(a)t)+cFs(x+ln(a)t)]−1

,     (31) 

where 𝑎 and 𝑘 are free parameters. 

  (VI) sixth set:  

 A0 = 0,     A1 = A1,    A2 =
A1(2ln(a)B1+A1)

2ln(a)B0
,     B0 = B0,     B1 = B1,    B2 =

−
A1(2ln(a)B1+A1)

4ln(a)2B0
.          (32) 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 c = −ln(a),    u6(x, t) =
A1a

x+ln(a)t+
A1(2ln(a)B1+A1)

2ln(a)B0
a2x+2ln(a)t

B0+B1ax+ln(a)t−
A1(2ln(a)B1+A1)

4ln(a)2B0
a2x+2ln(a)t

.     (33) 
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Figure  1: The surface of the exact solutions of Burgur equation (a) (19) 𝑢1 when 𝑎 = 3, 𝐵0 =

1 and 𝐵2 = 3 and (b) (22) 𝑢2 when 𝑎 = 3, 𝐵1 = 1 and 𝐵2 = 3.  

 

3.  Application of the Fibonacci EFM to longitudinal wave motion equation 

Based on the constitutive relation for transversely isotropic piezoelectric and piezo-

magnetic materials, combined with the differential equations of motion, Xue et al. [22] have 

derived a longitudinal wave motion equation in a MEE circular rod of the form,  

 utt − c0
2uxx − (

c0
2

2
u2 +Nutt)

xx
= 0.     (34) 

In this section the Fibonacci EFM will be applied to handle Burger equation. On substituting 

the transformation rule 𝜉 = k(x − 𝜔t) into Eq. (34) we obtain  

 k2𝜔2u′′ − k2c0
2 − k2 (

c0
2

2
u2 + Nk2𝜔2u′′) = 0.     (35) 

By integrating Eq. (35) twice with respect to 𝜉, and neglecting the constant of integration, we 

obtain  

 u′′ +
c0
2−𝜔2

Nk2𝜔2
u +

c0
2

2Nk2𝜔2
u2 = 0.     (36) 

Using (13), for sake of simplicity let 𝑚 = 2, 𝑢(𝜉) is expressed in rational expansion form  
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 u(𝜉) =
A0+A1a

𝜉+A2a
2𝜉

B0+B1a𝜉+B2a2𝜉
.     (37) 

Substituting (17) into Eq. (16) and equating the coefficients of all powers of a to zero yields a 

set of algebraic equations for 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2 and 𝑐. Solving, with the help of 

mathematica programm, the system of algebraic equations, we obtain six sets of solutions as 

follows: 

(I) First set:  

 A0 = 0, A1 =
6(𝜔2−c0

2)B1

c0
2 ,    A2 = 0,    B0 = B0,    B1 = B1,    B2 =

B1
2

4B0
,    (38) 

  

 𝜔 = 𝜔,    k =
1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
. 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 u1(x, t) =

6(𝜔2−c0
2)B1

c0
2 a

1
𝜔ln(a)

√𝜔
2−c0

2

N
(x−𝜔t)

B0+B1a

1
𝜔ln(a)

√𝜔
2−c0

2

N
(x−𝜔t)

+
B1
2

4B0
a

1
𝜔ln(a)

√𝜔
2−c0

2

N
(2x−2𝜔t)

=     (39) 

  

 

24(𝜔2−c0
2)B0B1

c0
2 a

1
𝜔ln(a)

√𝜔
2−c0

2

N
(x−𝜔t)

(

 
 
2B0+B1a

1
𝜔ln(a)

√𝜔
2−c0

2

N
(x−𝜔t)

)

 
 

2 .     

Remark 1. Our aim in this remark is to show that the Fibonacci Expa-function method could 

be used to determine traveling wave solutions in the form of symmetrical hyperbolic 

Fibonacci function. This can be easily obtained by selecting specific values for the parameters 

that present in the solutions as shown below. Now if we assume 2𝐵0/𝐵1 = 1, solution (39) 

can be transformed into the following form  

 u1(x, t) =
6(𝜔2−c0

2)

c0
2

√5[sFs(
1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))+cFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))]

(1+
√5

2
[sFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))+cFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))])

2,     (40) 

where 𝑎 and 𝜔 are free parameters. 
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(II) Second set:  

 A0 =
2B0(𝜔

2−c0
2)

c0
2 ,    A1 = −

4B1(𝜔
2−c0

2)

c0
2 ,    A2 =

B1
2(𝜔2−c0

2)

2B0c0
2 ,    B0 = B0,    B1 = B1,         (41) 

  

 B2 =
B1
2

4B0
,    𝜔 = 𝜔,    k =

1

𝜔ln(a)
√c0

2−𝜔2

N
. 

We, therefore, obtain the following solution of (14)  

 u2(x, t) =

2B0(𝜔
2−c0

2)

c0
2 −

4B1(𝜔
2−c0

2)

c0
2 a

1
𝜔ln(a)

√c0
2−𝜔2

N
(x−𝜔t)

+
B1
2(𝜔2−c0

2)

2B0c0
2 a

1
𝜔ln(a)

√𝜔
2−c0

2

N
(x−𝜔t)

B0+B1a

1
𝜔ln(a)

√c0
2−𝜔2

N
(x−𝜔t)

+
B1
2

4B0
a

1
𝜔ln(a)

√c0
2−𝜔2

N
(2x−2𝜔t)

=    (42) 

  

 
2(𝜔2−c0

2)

c0
2

(

 
 
2B0−B1a

1
𝜔ln(a)

√c0
2−𝜔2

N
(x−𝜔t)

)

 
 

2

−4B0B1a

1
𝜔ln(a)

√c0
2−𝜔2

N
(x−𝜔t)

(

 
 
2B0+B1a

1
𝜔ln(a)

√c0
2−𝜔2

N
(x−𝜔t)

)

 
 

2 .     

Remark 2. Now if we assume 2𝐵0/𝐵1 = 1 solution (42) can be transformed into the 

following form  

 u2(x, t) =
2(𝜔2−c0

2)

c0
2

{
 
 

 
 (1−√5

2
[sFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))+cFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))])

2

(1+
√5

2
[sFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))+cFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))])

2     (43) 

  

 −

√5[sFs(
1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))+cFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))]

(1+
√5

2
[sFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))+cFs(

1

𝜔ln(a)
√𝜔

2−c0
2

N
(x−𝜔t))])

2

}
 
 

 
 

, 

where 𝑎 and 𝜔 are free parameters. 
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Figure  2: The surface of the exact solutions of longitudinal wave motion equation (a) (39) 𝑢1 

when 𝑎 = 3, 𝐵0 = 1, 𝐵1 = 3, 𝑐0 = 3 and 𝜔 = 4 and (b) (42) 𝑢2 when 𝑎 = 3, 𝐵0 = 1, 𝐵1 =

3, 𝑐0 = 4 and 𝜔 = 3.   

In Figures 1-2, the graphical representations of some obtained solutions of 

aforementioned equations are given. 

 

      Conclusion 

The Fibonacci exp-function method was successfully used to establish periodic wave 

and solitary wave solutions. The obtained results complement the useful works of others for 

this important equations. The Fibonacci exp-function method is a useful method for finding 

travelling wave solutions of nonlinear evolution equations. The Fibonacci exp-function 

method is more powerful in searching for exact solutions of NLPDEs. Some of these results 

are in agreement with the results reported specially by [22]. It can be concluded that the this 

method is a very powerful and efficient technique in finding exact solutions for wide classes 

of problems. 
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XÜSUSİ DİFFERENSİAL TƏNLİKLƏRİN HƏLLİ ÜÇÜN FİBONAÇÇİ  

EKSPONENSİAL-FUNKSİYA ÜSULUNUN TƏTBİQİ 

 

Cəlil Manafian 

Təbriz Universiteti, Təbriz, İran 

Lənkəran Dövlət Universiteti, Lənkəran, Azərbaycan 

 

Biz bu işdə uzunasına dalğa hərəkət tənliyinin və Burger tənliklərinin dəqiq həllərini 

qeyri-xətti maqnit-elektro-elastik dairəvi çubuqda yaradırıq. Əvvəlcə, Fibonaççi 

eksponensial-funksiya üsulundan qeyri-xətti təkamül tənliklərinin tək dalğa həllərini 

almaq üçün istifadə edilmişdir. Fibonaççi eksponensial-funksiya üsulu qeyri-xətti 

dalğa tənliklərini idarə etmək üçün daha geniş tətbiq imkanlarını təqdim edir. 

Göstərilmişdir ki, Fibonaççi eksponensial-funksiya üsulları simvolik hesablamanın 

köməyi ilə riyazi fizikada qeyri-xətti təkamül tənliklərinin həlli üçün çox sadə və 

qüvvətli riyazi cihazı əvəz edir. 

Açar sözlər: tək dalğa həllər, Fibonaççi eksponensial-funksiya üsulu, Burger tənliyi; 

uzunasına dalğa hərəkət tənliyi. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ФИБОНАЧЧИ ДЛЯ 

РЕШЕНИЯ ЧАСТНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

 

Джалил Манафиан 

Табризский университет, Табриз, Иран, 

Лянкяранский государственный университет, Лянкяран, Азербайджан 

 

В данной работе мы разработали точные решения к уравнению движения продольных волн в 

нелинейной магнитоэлектроупругой круглой стержне и уравнениям Бюргерса. Метод 

экспериментальной функции Фибоначчи был использован для построения уединенных волновых 

решений нелинейных эволюционных уравнений. Метод экспериментальной функции Фибоначчи 

имеет более широкое применение для обработки нелинейных волновых уравнений. Показано, 

что методы экспериментальной функции Фибоначчи с помощью символьных вычислений 

обеспечивают простой и мощный математический инструмент для решения нелинейных 

эволюционных уравнений в математической физике. 

Ключевые слова: уединенные волновые решения, метод экспериментальной функций 

Фибоначчи, уравнение Бюргерса, уравнение движения продольных волн. 
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